PRODUIT SCAIAIRE ( DANS LE PILAN )

I. PRODUIT SCALAIRE

A) Définition

Soit # et 7V deux vecteurs non nuls du plan .

Le produit scalaire de # par v noté¢ # . v est le nombre défini par I’'une des égalités
équivalentes suivantes :

- - 1 - = > By}
o . v=(la+vIF =@l IvF)

o u.v=xx'+yy' ou(x,y)et(x',y')sontles coordonnées des vecteurs # et v dans
un repere orthonormé quelconque.

v=[lal[[[Pl[cos (i, )

N

ii.7=0A.OB et on note H le projeté orthogonal de B sur (O4) alors

° o OAXOH si OA et OH sont de méme sens
' —O0OAXOH si OA et OH sont de sens contraire

Preuve de I'équivalence de ces quatre expressions :

1 - - — -
— Montrons que 5(||u+v||2—||u||2—||v||2) =xx"+tyy'ou(x;y)et(x’;y’)sontles
coordonnées respectivesde 2 et vV dans un repére orthonormal quelconque .
i+7  apourcoordonnées (x +x’;y+y ),donc [E+V[| =(x+x 2+ (y+y)=x>+x72
T2IxX Ay hyr A 2yy
1=, = - -
et E(HM“FV||2_||u||2—||V||2) :(XZ +X’2+2XX, +y2+y’2+2yy’ 7X27y27X’27y72) :XX’ +

b

Yy

— Montrons que ||#]|||V]|cos(%,V) =xx’+yy ou(x;y)et(x’;y’ )sontles coordonnées
respectives de  # et ¥ et dans un repére orthonormal bien choisi.

B On définit les pointi O_’. AetB tels que 0A=1ii et (Tﬁf?} , et le repére
orthonommé (O i, ;) tels queles vecteurs OA et | soientde
il méme direction et de méme sens.
B By Onnote (x;y)et(x’;y’ ) les coordonnées respectivement de OA et
1 £

0B dans ce repére .
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Onaalors:x =04 ,y=0, x'=0Bcos(O4,0B) et y’'=OBsin(O4,0B)
Ainsi L o
xx'+yy’=0A4.0Bcos(OA, OB)+0xOBsin(0OA, OB)
=0A.OB cos(0A4,0B)
=l[@ll.[[v]lcos(it, ¥)

—. Montrons que OA.OBcos(OA4,0B)= OAXOH ?1_0:4 et_OlJ sont de méme sens
—0OAXOH si OA et OH sont de sens contraire

1¢ cas :

(5;1523)6]—%%] alors cos(0A4,0B)>0 donc OH=OBcos(0OA4,O0B)
Ainsi, OA.OBcos(OA4,0B)=0AX0H .

28me ¢ag
™

(52,‘573)6]—”;—%@]3;”] alors cos(O4,0B)<0 donc OBcos(OA4,OB)=—0H

Ainsi, OA.OBcos(OA4,0B)=—0AXOH .

Application:
Pour s'entrainer a calculer le produit scalaire a I'aide de 1'une des 4 égalités.

n°l p276 ,n°33 P 278 ,n° 35 p 278

B ) Remarques

1. Signe du produit scalaire:
Le signe du produit scalaire dépend de la nature de 1'angle formé par les vecteurs.

- -

Si (u;v)E]—%;

v>0

| alors Si (ﬁ,‘v)e]—ﬂ;—%]U]%;ﬁ] alors
v<0

(Y=

N
N

2. Le produit scalaire de deux vecteurs dépend de leur norme:
Le cosinus d’un angle est un réel compris entre 1 et — 1, or #.V=||ul[X|[v|[Xcos (i, V) .
Onadonc: —|lu||X|v||<i.v<|ullx|v]

3. Cas particulier : les vecteurs colinéaires
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Si % et V sont colinéaires et de méme sens, alors cos (i, V)=1 . Ainsi #.v=|u|X|]v||
Si # et vV sont colinéaires et de sens contraire, alors cos(i,;V)=—1 . Ainsi

-

i V==l x|V

B) Compléments sur les projections orthogonales

D’apres ce qui précede, on a la propriété suivante :

Propriété:
Soient trois points A, B et C du plan, et H le projeté orthogonal de C sur (AB).
Alors: AB.AC=AB.AH

C ‘.\ c
A H B H A B=
AB. AC=AB.AH=ABXAH AB. AC=AB.AH=—ABX AH

Remarque: pour calculer le produit scalaire de deux vecteurs , on peut remplacer I’un deux par son
projeté orthogonal sur la droite qui porte 1’autre.

II. PROPRIETES

A) Produit scalaire de vecteurs orthogonaux:

Propriété n°1:
Si #.v=0 alors #=0 ou V=0 ou # et v ontdes directions perpendiculaires.
Dans tous les cas on dit que # et V sont orthogonaux.

B) Opérations vectorielles
Propriété n°2:

N

Soient %, vV et W trois vecteurs du plan, et k un réel donné, alors:

~
w2

§
@
=
—_
(¢)]

~

b
. #@.9=7.7
)

v
2. u.(V+w)=u.v+u.w et (d+Vv).w=u.Ww+v.w (distributivité )

Remarque: 0.7i=u.0=0
Preuve :
1. u.v=|il|[?||cos(ii,¥) or cos(ii,V)=cos(V,%) donc #u.v=|¥|||i|lcos(V,ii)=V.u

2. Dans un repére orthonormé donné, les vecteurs #, v et W admettent respectivement
comme coordonnées (x,y) ; (x',y') et (x",y").
Alors #.(V+w)=x(x"+x"")+y(y'+y" " )=xx'+yy'+xx""+yy' '=u.V+i.w
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-

Méme démonstration pour (Z+V). W=u.Ww+V.Ww

3. Dans un repére orthonormé donné, les vecteurs i, vV et W admettent respectivement

comme coordonnées (x,y) ; (x',y') et (x",y"), donc k# apour coordonnées ( kx ; ky)
Alors (k). V=kx.x"+ky.y' =k(xx'+yy')=k(7.V)
Méme démonstration pour #.(kV)=k(7.V)

C) Carré scalaire et norme

Propriété n° 3:

Soit # un vecteur du plan, alors : ;Zzzl;,:||g||><||a||:||a||2

Ainsi, si A et B sont deux points du plan, ona: 4B’= AB. AB=||4B||x||4B||=||4B|’=AB>

Propriété n° 4:
Soit # (x ;y) dans un repére orthonormé donné, alors : ;°=x*4 ) et ||iZ||=\/ x4y

Propriété n°S: Conséquence des propriétés précédentes

(
(

3. (a+9)(u-v)=u"—

- Ty A - 2
+V) =u"+2u.v+v
v

F=u'—2u.v+V

- -

2
2

-
-

N NN
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